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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό σελ. 152. 

Α2. Σχολικό σελ. 16. 
Α3. Σχολικό σελ. 73. 
Α4. α) Σωστό β) Λάθος γ) Σωστό δ) Λάθος ε) Λάθος 
 

 

ΘΕΜΑ Β 

Για την 3 2( ) 1f x ax xβ= + +  έχουµε 2'( ) 3 2f x ax xβ= + . 

Β1. Αφού ( ) ( )2,5 2 5 8 4 1 5 8 4 4 2 1 (1)
f

C f a aβ β α βΑ ∈ ⇔ = ⇔ + + = ⇔ + = ⇔ + =  

Αφού η εφαπτοµένη στο Α έχει συντελεστή διεύθυνσης 12 πρέπει: 

'(2) 12 12 4 12 3 3 (2)f α β α β= ⇔ + = ⇔ + =  

Από την (1)  και (2)  προκύπτουν: 2α =  και 3β = − . 

Έτσι έχουµε 3 2( ) 2 3 1f x x x= − +  και 2'( ) 6 6f x x x= − . 

Β2. Έστω ( ) : y xε λ κ= +  η εξίσωση της ζητούµενης εφαπτοµένης τότε:  

• '( 1) 12fλ = − =  

• ( ) ( ) ( ) ( )1, ( 1) 1, 4 4 4 12 8B f ε ε λ κ κ κ− − ∈ ⇔ Β − − ∈ ⇔ − = − + ⇔ − = − + ⇔ =  

Άρα ( ) : 12 8y xε = + . 
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Β3. ( )2'( ) 0 6 6 0 6 1 0 0 1f x x x x x x ή x= ⇔ − = ⇔ ⋅ − = ⇔ = = . 

 
• Για ( ,0]x∈ −∞  η f  είναι γνησίως αύξουσα. 

• Για [0,1]x∈  η f  είναι γνησίως φθίνουσα. 

• Για [1, )x∈ +∞  η f  είναι γνησίως αύξουσα. 

• Στο 
1

0x =  η f  έχει τ. µέγιστο το (0) 1f = . 

• Στο 
2

1x =  η f  έχει τ. ελάχιστο το (1) 0f = . 

 

Αφού η f  είναι γνησίως αύξουσα στο [1, )+∞  και 

2013 2014 (2013) (2014)f f< ⇔ < . 

 

Β4. Έχω ( ) 132
23
+−= xxxf  άρα ( ) xxxf 66

2
−=′  και ( ) 612 −=′′ xxf  

Η εφαπτοµένη της παράλληλη του
f

C xx′⇔  

( ) 2
0 6 6 0 0f κ κ κ κ′⇔ = ⇔ − = ⇔ ⇔ =…  ή 1=κ  αλλά κєΩ άρα το { }1,0=Α  

Η εφαπτοµένη της fC
′
 έχει κλίση θετική ( )

1
0 12 6 0

2
f λ λ λ′′⇔ > ⇔ − > ⇔ > , 

Ω∈λ . 

άρα { }3,2,1=Β  

( ) 7=ΩΝ , ( )
( )
( ) 7

2
=

ΩΝ

ΑΝ
=ΑP  και ( )

( )
( ) 7

3
=

ΩΝ

ΒΝ
=ΒP  

Το ενδεχόµενο Γ: “Να µην πραγµατοποιηθεί κανένα από Α  και Β ” τότε  

Γ = ( )′Β∪Α . 

Το { }3,2,1,0=Β∪Α  άρα ( ) { }1,2,4 −−−=
′

Β∪Α  άρα ( )
7

3
=

′
Β∪ΑP . 

 

x

'( )f x

f

+ + - 

0 1−∞ +∞
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. α) 

Χρόνια 

Εργασίας 
i

x  
i
v  

i
f  

i
N  

i
F  

i i
x v  ( )x− ⋅

2

i i
x v  

4 - 8 6 8 0,2 8 0,2 48 288 

8 - 12 10 16 0,4 24 0,6 160 64 

12 - 16 14 4 0,1 28 0,7 56 16 

16 - 20 18 12 0,3 40 1 216 432 

ΣΥΝΟΛΟ  40v =  1   480 800 

 
β) Έστω το ενδεχόµενο Γ: «Υπάλληλος µε 11 τουλάχιστον χρόνια εργασίας 

στο εργοστάσιο Α» Θεωρώντας ότι οι τιµές σε κάθε κλάση είναι 
οµοιόµορφα κατανεµηµένες έχουµε: 

1
16 4 12

( ) 20 14( )
( ) 40 40 2

N
P

N

⋅ + +
Γ

Γ = = = =
Ω

. 

γ) 

4

1
480

12
40

i i

i
A

x v

x

v

=

= = =

∑
. 

( )
4

2

2 1
800

20
40

i i

i

A

x x v

S
v

=

− ⋅

= = =

∑
. 

 

Γ2. α) Στο εργοστάσιο της πόλης Β εργάζονται: νΒ=ν-νΑ=200-40=160 υπάλληλοι. 

Θεωρώντας 
i
y  µε 1,2,...160i =  τα έτη εργασίας του καθενός από αυτούς 

στο εργοστάσιο της πόλης Β έχουµε:  
40 160

1 1
40 160

13,6 13,6 13,6
200 200

i i

A Bi i

x y
x x

x
= =

+

⋅ + ⋅
= ⇔ = ⇔ = ⇔

∑ ∑
 

40 12 160 2720 160 2240 14B B Bx x x⇔ ⋅ + ⋅ = ⇔ ⋅ = ⇔ = . 

β) Οι 4 υπάλληλοι αποτελούν το: 
4

100% 2,5%
160

⋅ =  των εργαζοµένων στο 

εργοστάσιο της πόλης Β. Λόγω της κανονικής κατανοµής ξέρουµε ότι 

τουλάχιστον 2B
B

x S+  αποτελεί το 2,5% των εργαζοµένων. Άρα 

2 22 14 2 22 4B
B B B

x S S S+ = ⇔ + = ⇔ = . 
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Γ3. α) 
20 2 5 5

12 12 6

A

A

A

S
CV

x
= = = = . 

4 2

14 7

B

B

B

S
CV

x
= = = . 

Ισχύει 
A B

CV CV> . 

5 2 5 4 245 114
:
6 7 36 49 1764 1764

ύφο
 
Α > ⇔ > ⇔ >  

 
 

Άρα στο εργοστάσιο της Β πόλης έχουµε µεγαλύτερη οµοιογένεια, ως προς 
το χρόνο εργασίας. 

β) Στο εργοστάσιο της πόλης Α θα απολυθούν: 4 12 16+ =  υπάλληλοι.  
Ο νέος πίνακας συχνοτήτων στο τέλος της επόµενης τετραετίας θα είναι: 

Χρόνια 

Εργασίας i
x  

i
v  

i i
x v  

0 - 4 2 16 32 

4 - 8 6 0 0 

8 - 12 10 8 80 

12 - 16 14 16 224 

ΣΥΝΟΛΟ  40v =  336 

Ο νέος µέσος χρόνος εργασίας των υπαλλήλων της πόλης Α είναι: 
40

1
336

' 8,4
40 40

i i

i

A

x v

x
=

= = =

∑
 

Στο εργοστάσιο της πόλης Β, αφού δεν έχουµε αλλαγές στο εργατικό 
δυναµικό, στο τέλος της τετραετίας ο νέος µέσος χρόνος εργασίας είναι: 

' 4 14 4 18B
B
x x= + = + =  (χρήση εφαρµογής σχολικού). 

Άρα ο ολικός νέος µέσος χρόνος εργασίας των υπαλλήλων της εταιρείας θα 
είναι: 

40 160

1 1
' ' 40 8,4 160 18 336 2880

'
200 200 200 200

i i

i i A A B B

x y
v x v x

x
= =

′ ′+
⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ +

= = = = =

∑ ∑
 

3216
16,08

200
= =  έτη. 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

Ισχύει: 2 ( 1) 2 (0) 2 (1) (2) (3) (4)P P P P P P κ− = = = = = = . 

Άρα ( 1) (0) (1)
2

P P P
κ

− = = =  και (2) (3) (4)P P P κ= = = . 
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∆1. Αφού η f  είναι συνεχής στο 0
0
=x  πρέπει: 

)1()0()(lim
0

fxf
x

=

→

. 

• )2(6)0( 2 aaf −−=  

• )3(981)823(lim)(lim 22

00

2

=+=++−=
+

→→

xxexf xax

xx

 

Έτσι από (1), (2), (3) έχουµε: 

30)3(09696 222
−=⇔=+⇔=++⇔=−− αααααα  

 

∆2. Αφού ( ) 1 ( 1) (0) (1) (2) (3) (4) 1P P P P P P PΩ = ⇔ − + + + + + = ⇔  

3 9 2
1 3 1 1

2 2 2 2 2 9

κ κ κ κ κ

κ κ κ κ κ⇔ + + + + + = ⇔ + = ⇔ = ⇔ = . 

Άρα: 
1

( 1) (0) (1)
9

P P P− = = =  και 
2

(2) (3) (4)
9

P P P= = = . 

∆3. α) Για 0>x  έχουµε: 

( )
2 2

3 2 2 3 2 2'( ) 3 2 8 ( 3 2 ) 6 2x x x xf x e x x e x x x− + − +

′
′= − + + = ⋅ − + − + =  

)1()26(26)26( 2323
22

+⋅+−=+−⋅+−=
+−+− xxxx

exxex  

Έτσι 

2
3 2

1 1

3 3

'( ) ( 6 2) ( 1
lim lim

6 2 6 2

x x

x x

x x

f x x e
e e

x x

− +

→ →

 − + ⋅ + 
− = − =    − + − +   

 

( ) 111lim 3

1

3

1

23

3

1

2

=−+=−+=
+−

→

eeee
xxx

x

. 

Έτσι: { }0,1, 2 4yΒ = − + . Αφού: { }2
1, 4 5,4y yΑ = − +  και { }1,2Α∩Β = , 

πρέπει το 2 να περιέχεται και στα δύο σύνολα.  

Έτσι πρέπει: 2 4 2 (1)y− + =  και 2 4 5 2 (2)y y− + =  

Από (1) : 2 2 1y y− = − ⇔ =  και 2(2) : 4 3 0 1 3y y y ή y− + = ⇔ = = . 

Άρα πρέπει 1y = . 
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β) Για 1y =  τα σύνολα γίνονται: { }1,2,4Α = , { }0,1,2Β = . 

Έτσι: 
1 2 2 5

( ) (1) (2) (4)
9 9 9 9

P A P P P= + + = + + = . 

1 1 2 4
( ) (0) (1) (2)

9 9 9 9
P B P P P= + + = + + = . 

Αφού: { }0,1,2,4Α∪Β =  έχουµε 
6 2

( ) (0) (1) (2) (4)
9 3

P A B P P P P∪ = + + + = = . 

Αφού: {4}A B− =  έχουµε 
2

( ) (4)
9

P A B P− = = . 

 

∆4. α) Έχουµε exxg −+= 12)('  

Έστω βε += axy:)(  η εξίσωση της ζητούµενης εφαπτοµένης της 
g

C  στο 

σηµείο της ))(,(
00
xgx∆ .Τότε ισχύουν: 

•  Αφού // 3 (1)e
ε η

ε η λ λ α⇔ = ⇔ = − . 

•  
(1)

0 0 0 0
'( ) 2 1 2 1 3 2 2 1

o
g x a x e a x e e x x= ⇔ + − = ⇔ + − = − ⇔ = ⇔ = . 

• ( )( ) (1) 3 1 1 1 3 2 2 3g e e e e e eε β β β∆∈ ⇔ = − ⋅ + ⇔ + − − = − + ⇔ − = − + ⇔

1 (2)eβ⇔ = − −

Έτσι χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (1), (2) έχουµε για εφαπτοµένη την 

exey −−−= 1)3(:)(ε . 

β) Έχουµε 








=Ε
3

2
,

9

2
,

9

5
. 

Για τα σηµεία ),(
ννν
yxΜ , µε 3,2,1=ν  της εφαπτοµένης (ε) έχουµε: 

• 







−Μ

9

14

9

6
,

9

5
1

e

, αφού 
9

14

9

6
1

9

5

9

15
1

9

5
)3(

1

e
e

e
eey −=−−−=−−⋅−= . 

• 







−

−
Μ

9

11

9

3
,

9

2
2

e

, αφού 
9

11

9

3
1

9

2

9

6
1

9

2
)3(

2

e
e

e
eey −

−

=−−−=−−⋅−= . 

• 







−Μ e

3

5
1,

3

2
3

, αφού eeeeey
3

5
11

3

2
21

3

2
)3(

3
−=−−−=−−⋅−= . 

Άρα 
27

4012

3

9

40

9

12

3

3

5
1

9

11

9

3

9

14

9

6

3

321
e

eeee

yyy
y

−
=

−

=

−+−−−

=

++

= . 


