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Αφού 
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x x≠  ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης 
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Το Μ είναι το µέσον της ΑΓ. Εποµένως έχει συντεταγµένες  
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ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης 
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ΣΕΛΙ∆Α: 1 ΑΠΟ 8 

 

(ε) και είναι 
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y y 3 1 2 1

x x 0 4 4 2

− −
= = = − = −

− −
  

Με χρήση των συντεταγµένων του Μ έχουµε 

ε: ( )
1 1

y 3  x 0  y 3 x  2y 6 = x x 2y 6
2 2

− = − − ⇔ − = − ⇔ − − ⇔ + =  

 

B2. i. Οι συντεταγµένες του σηµείου ∆ προκύπτουν ως λύση του συστήµατος των 

εξισώσεων των ευθειών ε και ζ: 

( ) 4x 2y 6 4x 8y 24 5y 25

4x 3y 1 4x 3y 1 x 2y 6

⋅ − ++ = − − = − − = −     
⇔ ⇔ ⇔     

+ = − + = − + =     
 

y 5 y 5

x 6 2 5 x 4

= =   
⇔   

= − ⋅ = −   
 Άρα ∆ ( )4,5−  

ii. α΄ τρόπος:  

Από την υπόθεση έχουµε ότι ζ  // ΒΓ, που σηµαίνει ότι Α∆//ΒΓ.  

Αρκεί εποµένως να δείξουµε ότι είναι και ΑΒ//∆Γ.  

Αφού 
A B ∆ Γ

x x  και x x≠ ≠  ορίζονται οι συντελεστές διεύθυνσης των ΑΒ 

και ∆Γ και είναι: 

B A

AB

B A

Γ ∆

∆Γ

Γ ∆

y y 1 1
λ 0

x x 4 ( 1)

y y 5 5
λ  0.

x x 1 ( 4)

− −

= = =

− − −

− −

= = =

− − −

  

Εποµένως 
AB ∆Γ 

λ  λ  οπότε  ΑB // ∆Γ=

 
 

β΄ τρόπος:  

Οι συντεταγµένες του µέσου της Β∆ είναι B ∆ B ∆
x x y y

 , 
2 2

+ + 
 
 

 ή  

4 ( 4) 1 5
 ,  (0,3)

2 2

+ − + 
= 

 
. Εποµένως το µέσο της Β∆ είναι το σηµείο 

Μ(0,3). 

Άρα οι διαγώνιες ΑΓ και Β∆ του τετράπλευρου ΑΒΓ∆ διχοτοµούνται. 

Εποµένως αυτό είναι παραλληλόγραµµο. 

 

γ΄ τρόπος: 

(Για την παραλληλία των ΑΒ, ∆Γ) 

( ) ( )

( ) ( )

B Α B A

Γ ∆ Γ ∆

ΑΒ x x ,  y y 4 ( 1) , 1 1 (5,0)

∆Γ  x x ,  y y 1 ( 4) ,  5 5 (5,0)

= − − = − − − =

= − − = − − − =

����

����   

Άρα AB ∆Γ=

���� ����

 απ’ όπου έπεται ότι ΑΒ//∆Γ. 
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Β.3. Έχουµε 
AB

λ 0=  (Β2,ii α΄ τρόπος). Εποµένως η εξίσωση της ευθείας που 

διέρχεται από τα Α(–1,1) και Β(4,1) είναι η y=1, που αποτελεί την διευθετούσα 

της C. Γνωρίζουµε ότι (σχολικό βιβλίο σχήµα σελίδας 91) η διευθετούσα 

παραβολής C µε τύπο 
2

x 2py=  είναι η 
p

y
2

= −   

Άρα έχουµε 
p

1 p 2
2

− = ⇔ = − . 

Επίσης η εστία της Ε είναι Ε 
p

0,
2

 
 
 

. Άρα Ε ( )0, 1−  

 

ΘΕΜΑ Γ  

Αρχικά έχουµε: ��� − 2��� ∈ ℝ ως µέτρο γραµµικού συνδυασµού διανυσµάτων. 

Επίσης �� · �� ∈ ℝ ως εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων. Εποµένως η εξίσωση (1) 

είναι της µορφής �� + �� + 	 = 0 µε 
 = ��� − 2���, � = �� · �� και 	 = −8. 

Έστω ότι (�� ,��)�
=  µε 0° ≤  ≤ 180°. Τότε έχουµε: 

• �� · �� = |��| · ���� · ��� = 2 ∙ 	4��� = 8���(2) 

• ��� − 2���� = ��� − 2���� = ����� − 4�� · �� + 4|��|� (από υπόθεση και λόγω της (2) ) 

 = 16 − 32��� + 16 = 32 − 32��� = 32(1 − ���)  

Είναι πάντοτε ��� ≤ 1 ⟺ 1 − ��� ≥ 0 και το µέτρο διανύσµατος µη αρνητικός 

αριθµός. Εποµένως ��� − 2��� = �32(1 − ���) = 4√2 · √1 − ���	(3) 

 

Γ1. α΄ τρόπος 

Για να παριστάνει η (1) ευθεία πρέπει και αρκεί ��� − 2��� ≠ 0 ή �� · �� ≠ 0. 

Ισοδύναµα θα πρέπει οι αριθµοί ��� − 2��� και �� · �� να µην είναι ταυτοχρόνως 

µηδέν. 

Όµως: 

• ��� − 2��� = 0
(�)
⇔��� = 1 ⟺  = 0° ⟺ �� ↗↗ �� 

• �� · �� = 0 ⟺ �� ⊥ �� 
Παρατηρούµε ότι για να είναι οι δύο αυτοί αριθµοί ταυτοχρόνως µηδέν θα 

πρέπει τα µη µηδενικά διανύσµατα (αφού έχουν µη µηδενικά µέτρα) �� και �� 
να είναι ταυτοχρόνως οµόρροπα και κάθετα. Αφού αυτό αποκλείεται έπεται ότι 

οι δύο αριθµοί δεν µπορούν να είναι ταυτοχρόνως µηδέν, εποµένως η εξίσωση 

(1) παριστάνει ευθεία. 
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β΄ τρόπος 

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:

• Αν ��� � 2��� � 0 τότε

του �� 	 ��. 
• Αν ��� � 2��� 
 0 τότε

Τότε από �2� είναι: �� 	 �
�1� παριστάνει ευθεία. 

Τότε όµως �� 	 �� 
 2|��|�
 

γ΄ τρόπος 

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:

• Αν �� 	 �� � 0 τότε η

��� � 2���. 
• Αν �� 	 �� 
 0 τότε από

Τότε από �3� είναι: ���
εξίσωση �1� παριστάνει

 

Γ2. Αν είναι � 
 60° τότε ����
��� � 2��� 
 4√2 	 �1 �
Επίσης από �2� έχουµε �
Τότε η (1) γίνεται 4x+4y

 

Γ3.  

α΄ τρόπος 

α) Αφού η ευθεία ζ εφάπτεται

διέρχεται από το κέντρο
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περιπτώσεις: 

τότε η �1� παριστάνει ευθεία ανεξάρτητα από

τότε από �3� ⇒ ���� 
 1. 

�� 
 8 � 0. Αρά και σε αυτή την περίπτωση

 (Επίσης είναι ��� � 2��� 
 0 αν και µόνο αν

|� 
 8 � 0 ) 

περιπτώσεις: 

η �1� παριστάνει ευθεία ανεξάρτητα από 

από �2� ⇒ ���� 
 0. 

� � � 2��� 
 4√2 � 0. Αρά και σε αυτή την περίπτωση

παριστάνει ευθεία 

���� 
 �

�
 οπότε από �3� έχουµε: 

� �

�
 = 4√2 	 �

√�

 4 

�� 	 �� 
 8 �

�

 4  

y-8=0 ή ζ: x+y-2=0 

 

εφάπτεται στον κύκλο � στο σηµείο � η ευθεία

κέντρο � του κύκλου και το σηµείο � θα 

ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 

Ε_3.Μλ2Θ(α) 

ΣΕΛΙ∆Α: 4 ΑΠΟ 8 

από την τιµή 

περίπτωση η εξίσωση 

αν και µόνο αν �� 
 2��. 

 την τιµή του 

την περίπτωση η 

ευθεία �� που 

 είναι κάθετη 
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στην ζ. Άρα για τους συντελεστές διεύθυνσης �� και ��� των παραπάνω 

ευθειών αντιστοίχως θα ισχύει: �� · ��� = −1. Όµως �� = −1, άρα  

−1 · ��� = −1	ή	��� = 1. Αφού η ευθεία �� διέρχεται από το �(0, 0) θα 

έχει εξίσωση: � − 0 = 1�� − 0�	ή	� = �. Επιλύοντας το σύστηµα των 

εξισώσεων των ευθειών ζ και �� έχουµε τις συντεταγµένες του �,�(1, 1) 

β) Ο κύκλος � έχει κέντρο την αρχή των αξόνων �(0,0) και ακτίνα � = �����������. 
Όµως ��������� = �1 − 0, 1 − 0� = (1,1) και άρα ����������� = �1² + 1² = √2. Έτσι 

τελικά είναι �:	�� + �� = √2
�
ή	�� + �� = 2. Η ακτίνα � του κύκλου � 

µπορεί να βρεθεί και ως η απόσταση του �(0,0) από την ευθεία ζ:  

� =  �	!, "� =
|0 + 0 − 2|
�1² + 1²

=
2

√2
=

2√2

√2 · √2
= √2 

β΄ τρόπος 

Έστω � > 0 η ακτίνα του κύκλου. Αφού το κέντρο του κύκλου είναι το 

�(0,0) η εξίσωση του θα είναι �² + �² = �²	(4). 

Η ευθεία ζ εφάπτεται σε αυτόν. Εποµένως οι � και ζ έχουν µοναδικό κοινό 

σηµείο και άρα το σύστηµα των εξισώσεων (4) και της ζ έχει µοναδική 

λύση.  

Από την εξίσωση της ζ έχουµε y=-x+2 

Εποµένως �4� ⇒ �� + �−� + 2�� = �² ⇒ 

�² + �² − 4� + 4 − �² = 0	ή	2�² − 4� + 4 − �² = 0	(5) 

Για να έχει η εξίσωση αυτή µία διπλή ρίζα απαιτούµε η διακρίνουσα να 

είναι µηδέν.  

# = �−4�� − 4 · 2 · �4 − ��� = 0 ⇒ 16 − 32 + 8�� = 0 ⇒ 8�� = 16	ή 

�² = 2
���
$%&� = √2. 

Εποµένως η εξίσωση του κύκλου είναι �² + �² = 2 

Για �� = 2 έχουµε (5) ⇒ 2�� − 4� + 2 = 0 ή �� − 2� + 1 = 0  

ή �� − 1�� = 0 οπότε x=1 που είναι η τετµηµένη του σηµείου Ν. 

Για � = 1 η εξίσωση της ευθείας ζ δίνει � = 1. Εποµένως �(1, 1)  

γ΄ τρόπος 

Έστω ���	,�	� το σηµείο επαφής του κύκλου � µε την ευθεία ζ. Ο κύκλος 

� µε κέντρο �(0,0) και ακτίνα � έχει εξίσωση �² + �² = �². Εποµένως η 

εφαπτοµένη του κύκλου στο σηµείο � έχει εξίσωση ��	 + ��	 = �². Αυτή 

σύµφωνα µε την υπόθεση ταυτίζεται µε την � + � = 2. 

Εποµένως ισχύει: 

�
	

=
��
	

=
�²
�

. Από αυτήν προκύπτει ότι ( �	 =

�		'�(	�² = 2�	)	(6). Aφού το � ανήκει και στον κύκλο � οι 

συντεταγµένες του ικανοποιούν την εξίσωσή του. Εποµένως: 
�	� + �	² = �²

(�)
$&�	� + �	� = 2�	 ⇒ 2�	� − 2�	 = 0 	ή	�	��	 − 1� = 0. 
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Άρα �	 − 1 = 0 ⟺ �	 = 1	ή	�	 = 0 που απορρίπτεται αφού στην 

περίπτωση αυτή από την (6) θα ήταν �	 = 0 οπότε �(0, 0) που δεν ανήκει 

στην ευθεία ζ. (Επίσης στην περίπτωση αυτή ο κύκλος εκφυλίζεται σε 

σηµείο) 

Για �	 = 1 είναι �6� ⇒ �	 = 1	'�(	�² = 2. 
Εποµένως είναι �(1,1) και �:	�² + �² = 2 

δ΄ τρόπος 

Η ευθεία ":	� + � − 2 = 0, τέµνει τους άξονες �′� και �′� στα σηµεία 


(2,0) και �(0, 2) αντίστοιχα όπως προκύπτει από την εξίσωση της " για 

� = 0 και � = 0 αντίστοιχα. Εποµένως το τρίγωνο �
� είναι ισοσκελές µε 

�
 = �� = 2 και υποτείνουσα την 
�. Έτσι η διάµεσος προς την 

υποτείνουσα είναι και ύψος. (7). Αφού η ευθεία " εφάπτεται στον κύκλο � 

στο σηµείο � η ακτίνα �� είναι κάθετη στη ζ. Έτσι το �� είναι το ύψος 

του τριγώνου �
� προς την υποτείνουσα 
�. Λόγω της (7) θα είναι και 

διάµεσος. Εποµένως το � είναι το µέσο του 
�. Άρα 

� = )	��
�

,
��
�
* 	ή	�(1, 1). 

Η ακτίνα � του κύκλου είναι η απόσταση των σηµείων �(0, 0) και �(1, 1). 

Άρα � = ��1 − 0�� + �1 − 0�� = √2 

Εποµένως �:	�² + �² = 2 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆1. α)  

• Οι +,, +- είναι ακτίνες του κυκλικού σύρµατος, εποµένως �+,��������� =

�+-������� = 1. Έτσι έχουµε: +,�������� · +-������ = �+,��������� · �+-������� · ���(+,��������,+-������� ) ή  

 
√�
�

= 1 · 1 · ���(,+.-) από όπου προκύπτει ότι ,+.- = 45° 

(είναι 0° ≤ ,+.- ≤ 180° ως γωνία διανυσµάτων ). 

• Το σηµείο , είναι το µοναδικό κοινό σηµείο του κύκλου µε την /. Άρα 

η / είναι εφαπτοµένη αυτού του κύκλου. Εποµένως +,.0 = 90°. Έτσι 

το τρίγωνο +,0 είναι ορθογώνιο και έχει µία οξεία γωνία την ,+.- =
45°. Άρα θα είναι και +01, = 45° ( Άθροισµα γωνιών τριγώνου 

180°	). 

• Είναι +-������//!�, άρα +0//!� εποµένως θα είναι ��12 = 301, = 45° 

(ως εντός εκτός και επί τα αυτά µέρη των παράλληλων ευθειών +0, �� 

που τέµνονται από την Αz. 

 

β) Η ευθεία / διέρχεται από το σηµείο 
 που έχει τετµηµένη 9 + √2 και 

τεταγµένη 0 αφού είναι σηµείο του ηµιάξονα ��. Άρα είναι 
(9 + √2, 0). 
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Ο συντελεστής διεύθυνσης � της / είναι � = /4�2�1�� = /4135° = −1, 

αφού 2�1� = 135° ως παραπληρωµατική της ��12 = 45°. 

Έτσι η εξίσωση της / είναι: � − 0 = −1 · (� − 9 − √2) ή  

� = −� + 9 + √2 ή	� + � − 9 − √2 = 0 

 

γ) α΄ τρόπος 

Καθώς το κυκλικό σύρµα κυλιέται, το κέντρο του απέχει διαρκώς από τον 

�� όσο η ακτίνα του, δηλαδή 1 µονάδα. Ο �� εφάπτεται σε κάθε κύκλο 

της οικογένειας. Έτσι το κέντρο του κυκλικού σύρµατος διατρέχει το 

ευθύγραµµο �+ που ανήκει στην ευθεία � = 1	(1). Άρα η τεταγµένη του 

+ είναι 1. Έστω �� η τετµηµένη του. ∆ηλαδή +(�� , 1). Αφού η / 

εφάπτεται στο κυκλικό σύρµα στην τελική του θέση έχουµε: 

 �3, /� = � ή 
�
�	���√��

�	²	²
= 1 ⟺ ��� − 8 − √2� = √2 ⟺ �� − 8 − √2 =

√2 ή �� − 8 − √2 = −√2 ⟺ �� = 8 + 2√2 ή �� = 8 

Η πρώτη τιµή απορρίπτεται γιατί σηµαίνει θέση του κυκλικού σύρµατος 

µετά το κεκλιµένο επίπεδο 
2. (Είναι 8 + 2√2 > 9 + √2 ⟺ √2 > 1	ή	 
2 > 1 αληθής, που σηµαίνει ότι το + βρίσκεται δεξιότερα του 
 και αυτό 

αποκλείεται). Άρα είναι +�8, 1�. 
 

β΄ τρόπος 

(Ευκλείδια Γεωµετρία) 

 
Γνωρίζουµε ότι το τρίγωνο +,0 είναι ορθογώνιο και ισοσκελές.(∆1,α) 

Άρα ,0 = +, = 1. Από το πυθαγόρειο θεώρηµα έχουµε: 

 

+0² = +,² + ,0² = 1² + 1² = 2. 

B 

 

M 
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Άρα +0 = √2. Έστω +′, 0′ οι προβολές των +, 0 στον ηµιάξονα !�. Τότε 

λόγω του ορθογώνιου παραλληλογράµµου +00′+′ είναι: +�0� = +0 = √2. 

Επίσης το τρίγωνο 00′
 είναι ορθογώνιο και ισοσκελές αφού 0� = 90° και 

!�12 = 45° άρα και �010� = 45°. Έτσι είναι 0�
 = 00� = ++΄ = 1  

(Από το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο +00′+′ είναι 00� = ++΄ = � = 1) 

Εποµένως +�
 = +�0� + 0�
 = √2 + 1. Έτσι τελικά έχουµε: �� = ��� =

�+� = �
 − +�
 = �9 + √2� − �√2 + 1� = 8  

 

∆2. Η τετµηµένη του σηµείου � είναι 1 αφού στην αρχική του θέση το κυκλικό 

σύρµα εφάπτεται στον ηµιάξονα !�. Η τετµηµένη του σηµείου + είναι 8 όπως 

δείξαµε στο ∆1. γ) Σύµφωνα µε την παρατήρηση (1) (∆1,γ,α΄ τρόπος), για τις 

συντεταγµένες των κέντρων των κύκλων αυτής της οικογένειας που είναι 

(−
�
�

, −
�
�
	) ισχύουν: 

α) Για την τεταγµένη: −
�
�

= 1 ⟺ � = −2	 
β) Για την τετµηµένη: 1 ≤ −

�
�

≤ 8 ⟺ 2 ≤ −
 ≤ 16 

(Επειδή είναι όλοι θετικοί) ⟺ 4 ≤ 
² ≤ 256	(2) 

Ακόµα έχουµε: 2 ≤ −
 ⟺ 
 ≤ −2 < 0. Άρα 
 < 0	(3) 

Επίσης για την ακτίνα � =
��²�²���

�
, όλων των κύκλων της οικογένειας 

ισχύει: � = 1 ⟺
��²�²���

�
= 1

(�)
5&�
² + 4 − 4	 = 2  

Εποµένως 
² + 4 − 4	 = 4 ή 
² − 4	 = 0 ⟺ 
² = 4		(4) µε 4	 > 0, αφού 

ισούται µε τετράγωνο µη µηδενικού αριθµού όπως φαίνεται από την (3) και 

έτσι τελικά είναι και 	 > 0. Έτσι από την (4) έχουµε: |
| = √4	
(�)
⇔ −
 =

2√	 ή 
 = −2√		 
γ) Tέλος η (2) λόγω της (4) δίνει: 4 ≤ 4	 ≤ 256 ⟺ 1 ≤ 	 ≤ 64	 

 


