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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ 1Ο 

Α. Θεωρία: Θεώρηµα 2(i) Σχολικό βιβλίο Σελ. 147 
Β. α. Σ   β. Λ   γ. Λ   δ. Λ   ε. Λ 
Γ. Θεωρία. 

ΘΕΜΑ 2Ο 
α.      Η έλλειψη έχει α = 5, β = 3 και γ2 = α2 –β2 = 42, άρα γ = 4, οπότε είναι Ε΄(−4, 0), Ε (4, 0) 

Η παραβολή έχει παράµετρο p = 8 και εστία ( 2
p , 0) = (4, 0) 

βi.     Από τον τύπο yy1 = p(x + x1) βρίσκουµε: 
Για το Μ (4, 8): 8y = 8(x + 4) ⇔ y = x + 4 
Για το Μ (4, −8): −8y = 8(x + 4) ⇔ y = − x – 4 

βii.     Είναι: 
→
ΜΕ΄ = ( 4 +4, 8 –0) = (8, 8)  [τύπος: 

→
ΑΒ  = (x2 – x1, y2– y1)] 

 και 
→
ΜΕ΄ ΄ = ( 4 +4, –8 –0) = (8, –8)  

οπότε: 
→
ΜΕ΄ · 

→
ΜΕ΄ ΄ = 64 –64 = 0  [τύπος: 

→→
⋅α β  = x1·x2 + y1·y2] 

β. iii. Είναι: Ν 


 ++−
2

08 ,2
44  δηλαδή Ν ( 0, 4)  [Συντεταγµένες µέσου]  

και 
 λΕΝ = 40

04
−

− = −1 


 ≠−=λποςτ
−

ΑΒ 21
12

12 x x,xx
yy:ύ  

λΕ ΄Μ΄ = 44
08

+

−− = −1   
Έτσι,   λΕΝ = λΕ ΄Μ΄ ⇔ ΕΝ // Ε΄Μ΄ 
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ΘΕΜΑ 3Ο 

αi.    Είναι:  

|→β |= 2 212 ( | β | )  5
→

+   


 +=αποςτ →
22 yx|:|ύ  

⇔  |→β |2 = 4 + 5
||

→
β   

⇔  |→β |2  = 5  

⇔  |→β | = 5                     [  |→β | ≥ 0 ] 

αii.    Είναι     →α = (1, 8  −→
α  · →β ),     →β = (2, 1)   και 

 →α  · →β = 2 + 8 −→
α  · →β  [τύπος: →α  · →β  =  x1·x2 + y1·y2] 

⇔   2→
α  · →β  = 10 

 ⇔    →α  · →β  = 5 

β.  Από το (α) είναι       →α  = ( 1, 3),    →β = ( 2, 1)  

Έχουµε:   

συν(→α ,^→β ) =  1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2 

x x y y
x y x y

+

+ ⋅ +
 = 

510

32

⋅

+  = 
2
2

25
5
=  

και επειδή   

0 ≤  (→α ,^→β ) ≤  π 

προκύπτει    

(→α ,^ →β ) = 
4
π  

γi.  Αν  1
→
α = →→

β
β=απροβ→ , τότε  1

→
α // →β  και επειδή  

→β ≠ →0   υπάρχει λ∈ΙR , τέτοιο, ώστε:  

 1
→
α = λ→β⇔ 1

→
α = (2λ, λ)     (1) 
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Ακόµα: 

       →α · →β = ( →

→
β

προβ α ) · →β    

⇔   →α ·→β = 1
→
α · →β                   

⇔    5 = 4λ +λ                              [ τύπος: →α  · →β = x1·x2 + y1·y2 ] 

⇔     λ = 1  
και η (1) δίνει:  

1
→
α = (2, 1)  ⇔ →→

β
β=απροβ→  

γii.  Η συνιστώσα που είναι παράλληλη στο →β είναι το 1
→
α = 

→→
β

β=απροβ→ = (2, 1). 

Έστω 2
→
α  η δεύτερη συνιστώσα. Έχουµε  

1
→
α + 2

→
α = →α  

οπότε: 
2

→
α = →α – 1

→
α    ⇔ 2

→
α  = (1, 3) – (2, 1)   ⇔  2

→
α  = (–1, 2) 

Ώστε, είναι:     1
→
α  = (2, 1) // →β και 2

→
α  = (–1, 2) 

 

ΘΕΜΑ 4Ο 

Α. (Επαγωγή)  Η πρόταση ισχύει για ν = 1,  γιατί  31 > 12 + 1 ⇔ 3 > 2. 
Αν υποθέσουµε    3ν > ν2 + 1   (2)  για ν ≥ 1,   αρκεί να δείξουµε ότι:  3ν+1 > (ν + 1)2 +1  (3) 
Πράγµατι  

3ν+1 = 3ν ·3 
)2(
f (ν2 +1)· 3 = (ν2 +2ν2 + 1) +2

1≥ν
f ( ν2 +2ν + 1) = (ν + 1)2 + 1 

 
Βα. Έχουµε: Α2 + Β2 −4Γ > 0 ⇔ 16συν2φ + 16ηµ2φ −4(4 – 3ν +ν2) > 0  

 ⇔ 16(συν2φ + ηµ2φ) −16 +4· 3ν −4·ν2 > 0 
 ⇔ 16 −16 +4· 3ν −4 ·ν2 > 0 
 ⇔ 4 ·(3ν –ν2) > 0      [ ∆ηλαδή:  Α2 +Β2 −4Γ = 4(3ν –ν2)] 
 ⇔ 3ν > ν2     [Από Α:  3ν > ν2 +1�3ν > ν2 , ν ≥1] 
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Η τελευταία σχέση ισχύει για ν = 0, και, άρα, από το Α, ισχύει για κάθε µη αρνητικό ακέραιο 
ν. Εποµένως, η (1) παριστάνει κύκλο για κάθε ν και κάθε φ, όπως αυτά ορίστηκαν.   

Το κέντρο του κύκλου είναι το Κ ( ,2 2
Α Β− − )  δηλαδή    Κ (2συνφ, 2ηµφ) 

 και η ακτίνα του 

ρ = 
2

422 Γ−Β+Α ⇔ ρ = 2
3(4 2ν−ν ⇔ ρ = 23 ν−ν  

β.  Έστω x, y οι συντεταγµένες του κέντρου. Έχουµε (από το Βα):  
x = 2συνφ   και  y = 2ηµφ    µε φ ∈ [0, 2π) 

    άρα, ο γ.τ. του κέντρου είναι ο κύκλος      x2 + y2 = 4         (παραµετρικές εξισώσεις κύκλου) 
 

Γi.  Αν υποθέσουµε  
συνφ = 0 και ηµφ = 0, 

      τότε  
συν2φ + ηµ2φ = 1 ⇔ 0 = 1, άτοπο. 

 Εποµένως, είναι συνφ ≠ 0 ή ηµφ ≠ 0 και η (ε) παριστάνει ευθεία για κάθε φ ∈ [0, 2π). 
 ii.  Η ε εφάπτεται του κύκλου C  αν και µόνον αν: d(K, ε) = ρ  

 Είναι 

d(K, ε) = ρ ⇔ 
φηµ+φσυν
−φηµ+φσυν
22

22 122
= 23 ν−ν  ⇔ 1 = 3ν –ν2 ⇔ 3ν = ν2 +1 

 Η τελευταία ισότητα, λόγω του Α, ισχύει µόνο όταν ν = 0. 

 
 




