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ΘΕΜΑ Β 
Β1. Έστω z x yi  . Τότε έχουμε: 

   22 2 22 z z z i 4 2i 0 2 x y 2Re(z)i 4 2i 0             
2 2 2 22x 2y 2xi 4 2i 0 2x 2y 4 (2x 2)i 0              

2 2 2 2 y 12x 2y 4 0 2 2y 4 0 2y 2
x 12x 2 0 x 1 x 1

           
             

 

Άρα: 1z 1 i   , 2z 1 i   
 

Β2. Είναι: 
2

1

2

z 1 i (1 i) 1 2i 1 2i i
z 1 i (1 i)(1 i) 2 2

   
    

  
 

Άρα:  
39

939 4 9 3 4 31

2

zw 3 3 i 3 i 3 i i 3 1 ( i) 3i
z

   
              

 
 

 

Β3. Επειδή w 3i   , 1z 1 i   και 2z 1 i   η δοσμένη σχέση γίνεται: 

1 2u w 4z z i u 3i 4(1 i) (1 i) i u 3i 4 4i 1 i i                    

u 3i 3 4i u 3i 9 16 u 3i 25 u (0 3i) 5                
Δηλαδή ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι κύκλος με κέντρο το Κ(0,3) και ακτίνα 
ρ 5   

 
ΘΕΜΑ Γ 
 

Γ1. Η h είναι συνεχής και 2 φορές παραγωγίσιμη στο IR με: 

 x x x x

x x x x

e 1 e e 1 e 1h΄(x) 1 1
e 1 e 1 e 1 e 1

  
     

   
 και 
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 
   

x x

2 2x x

e 1 eh΄΄(x) 0
e 1 e 1


    

 
 για κάθε x IR 

 

Γ2. Επειδή η h΄(x) 0  για κάθε xIR η h είναι γνησίως αύξουσα στο IR. 

Επίσης είναι:    
x

x x e 1h(1) 1 ln e 1 lne ln e 1 ln
e


        

Η ανίσωση γίνεται:      h 2h΄(x) h 2h΄(x)e e ee lne ln h 2h΄(x)
e 1 e 1 e 1

     
  

 

 
h h΄1h 2h΄(x) h(1) 2h΄(x) 1 h΄(x) h΄(x) h΄(0) x 0

2
 

           
 

Γ3. Για την οριζόντια ασύμπτωτη της hC  στο  έχουμε: 

     
x

x x x
xx x x x

elim h(x) lim x ln e 1 lim lne ln e 1 lim ln
e 1   

 
         

 

Αλλά 
 

 

xx x

x xDe'L  Hospitalx x xx

ee elim   lim lim 1
e 1 ee 1

 
  

  


 

 
 , οπότε: 

x

xx x

elim h(x) lim ln ln1 0
e 1 

 
    

 και συνεπώς η ευθεία y 0  (άξονας x΄x) είναι η 

οριζόντια ασύμπτωτη της hC  στο . 
Για την πλάγια ασύμπτωτη της hC  στο  έχουμε: 

   
x

x

x x x

x ln e 1h(x) 1λ lim lim lim 1 ln e 1 1 0 0 1
x x x  

            
 

 

αφού  x

x
lim ln e 1 ln(0 1) ln1 0


      και 
x

1lim 0
x
  

       x x

x x x
β lim h(x) x lim x ln e 1 x lim ln e 1 0

  
            

και συνεπώς η ευθεία y x  είναι η πλάγια ασύμπτωτη της hC  στο . 
 

Γ4. Είναι      
x

x x x x x x
x
2eφ(x) e x ln e 1 ln2 e lne ln e 1 ln2 e ln

e 1
        


 , x IR 

 
x x x

x x x
x x x
2e 2e 2eφ(x) 0 e ln 0 ln ln1 1 2e e 1

e 1 e 1 e 1
          

  
 

x x 0e 1 e e x 0       

 
x x x

x x x
x x x
2e 2e 2eφ(x) 0 e ln 0 ln ln1 1 2e e 1

e 1 e 1 e 1
          

  
 

x x 0e 1 e e x 0       
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H φ είναι συνεχής στο [0,1] ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων με φ(x) 0  για κάθε 

x[0,1]. Άρα: 
1 x 1 x

x 0
0

2eΕ(Ω) φ(x)dx e ln dx
e 1

 




  

Θέτουμε xu e  , οπότε xdu e dx  και για x 0 u 1    , για x 1 u e    
e

ee e

1 1 1
1

2u 2u 2u 1 2uE(Ω) ln du u΄ ln du u ln u du
2uu 1 u 1 u 1 u 1

u 1

                 



      



 
 

e

2
1

2 u 1 2u2e u 1e ln 1 ln1 u du
e 1 2u u 1

 
      

 





 

   

e e

2 2
1 1

2e u 1 2u 2 2u 2e u 1 2e ln 0 du e ln du
e 1 2 e 1 2u 1 u 1

   
         

  

 
 
 

 

   
e

e

1
1

2e 1 2e 2ee ln du e ln ln u 1 e ln ln e 1 ln2
e 1 u 1 e 1 e 1

                     



 

2e e 1e ln ln
e 1 2


  


 τ.μ. 

 
ΘΕΜΑ Δ 
 

Δ1. Είναι 
 0 xx x

0
De'L  Hospitalx 0 x 0 x 0 x 0

e 1e 1 elim f(x) lim   lim lim 1 f(0)
x x΄ 1

 
 
 

   


     

Συνεπώς επειδή 
x 0
lim f(x) f(0)


  η f είναι συνεχής στο 0x 0 . 

Για x 0  έχουμε: 
 x x x x

2 2

e x e 1 xe e 1f ΄(x)
x x

    
   

Έστω η συνάρτηση x xg(x) xe e 1    , x IR 
Είναι: x x x xg΄(x) e xe e xe     

xg΄(x) 0 xe 0 x 0      , xg΄(x) 0 xe 0 x 0      
H g έχει ολικό ελάχιστο στο 0x 0 , άρα: 

g(x) g(0) g(x) 0    και συνεπώς 2
g(x)f ΄(x) 0
x

   για κάθε x 0  

Συνεπώς η f είναι γνησίως αύξουσα στο IR 
 

Δ2. α) Έστω η συνάρτηση 
 x

 1
h(x) f(u)du   , xIR  

H h είναι παραγωγίσιμη με h΄(x) f(x)  , xIR 
Για x 0  είναι: xe 1 0   οπότε: f(x) 0  
για x 0  είναι: xe 1 0   οπότε: f(x) 0  
και αφού f(0) 1 0   ισχύει: f(x) 0  για κάθε xIR 

x 0 

g΄(x)       0     

g(x)         0 
       min 

  
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Άρα h΄(x) f(x) 0   , xIR και συνεπώς η h είναι γνησίως αύξουσα στο IR , οπότε 
είναι και "1-1". 
Επειδή η f είναι κυρτή άρα η f΄ είναι γνησίως αύξουσα και συνεπώς "1-1". 

Επίσης έχουμε: 

x
0x
0

2 De'L  Hospitalx 0 x 0 x 0

e 1 1f(x) f(0) e 1 xxf ΄(0) lim lim lim   
x 0 x x

 
 
 

  


  

  


  

 
 

 0x xx x
0

De'L  Hospitalx 0 x 0 x 0 x 02

e 1 x e 1e 1 e 1lim lim   lim lim
2x (2x)́ 2 2x

 
 
 

   

   
   


 

Η δοσμένη εξίσωση γράφεται:  
2f ΄(x)

1
f(u)du 0 h 2f ΄(x) 0     

 
h:"1 1" f ΄:"1 1"1h 2f ΄(x) h(1)  2f ΄(x) 1 f ΄(x) f ΄(x) f ΄(0)  x 0

2

 

           

β) Στο σημείο στο οποίο ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης x(t) είναι διπλάσιος 
του ρυθμού μεταβολής της τεταγμένης y(t) ισχύει:  

     
x΄( t ) 0 1x΄(t) 2y΄(t) x΄(t) 2 f x(t) x΄(t) 2f ΄ x(t) x΄(t)  f ΄ x(t)

2

           

 
f ΄:"1 1"

f ΄ x(t) f ΄(0)  x(t) 0


    .  
Άρα το ζητούμενο σημείο είναι το  M 0,f(0) M(0,1)   

 

Δ3. Η συνάρτηση g για 
xe 1f(x)
x


  , x 0  γράφεται: 

 
2x 22 x 2e 1g(x) x 1 e (x 2) e e (x 2)

x
 

       
 

 

Η g είναι παραγωγίσιμη στο (0, )  ως αποτέλεσμα πράξεων παραγωγίσιμων 
συναρτήσεων με: 

     2x x 2 x x x xg΄(x) 2 e e e (x 2) e e 2(x 2) 2 e e (x 2) e (x 2) e e                

       x x x x x x x2 e e (x 2) xe 2e e e 2 e e (x 2) xe e e            

 x xe e 0 e e x 1        ,  xe e 0 x 1      ,  xe e 0 x 1     
 x 2 0 x 2      ,  x 2 0 x 2      ,  x 2 0 x 2     
 Έστω η συνάρτηση x xh(x) xe e e    , x 0 . 

Η h είναι παραγωγίσιμη στο (0, )  ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 
x x x xh΄(x) e xe e xe 0      για κάθε x (0, )  . Άρα η h είναι γνησίως 

αύξουσα στο (0, ) . 
Επίσης h(1) e 0    και 2h(2) e e e(e 1) 0     . Η h είναι συνεχής στο [1,2] 
και επειδή h(1) h(2) 0   από το θεώρημα Bolzano έχουμε ότι υπάρχει ένα 
τουλάχιστον 0x (1,2)   τέτοιο ώστε 0h(x ) 0 .  
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Επειδή η h είναι γνησίως αύξουσα η ρίζα 0x  είναι μοναδική στο (1,2). Έτσι για 

0 0x x h(x) h(x ) h(x) 0      και για 0 0x x h(x) h(x ) h(x) 0      
Έτσι προκύπτει ο ακόλουθος πίνακας: 

  

x           1           0x         2 

xe e    
 

0    

x 2      0  

h(x)    0   

g΄(x)    0  0  0  
 

οπότε η μονοτονία της g είναι: 
  

x             1             0x            2 

g΄(x)    
 

0  
 

0  
 

0  

g(x)    

τ.ε.  τ.μ.  
 

τ.ε.  
 

Τελικά η g έχει τοπικά ελάχιστα στα σημεία x 1  και x 2  και τοπικό μέγιστο στο 
σημείο 0x x  . 

0 

0 


