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ΘΕΜΑ 2ο 

α . Είναι  2 αiz
α 2i
+

=
+

 με  α∈IR,  οπότε 
2

2

2 αi2 αi 4 αz 1
α 2i α 2i α 4

++ +
= = =

+ + +
= .  

Άρα  αφού  z =1, η  εικόνα  του  μιγαδικού z ανήκει  στον  κύκλο  με  κέντρο 
Ο(0,0) και ακτίνα  ρ=1. 

 

β . Για α=0 έχουμε : 1
2 2iz
2i 2

= = = −
−

i   και   για α=2 έχουμε: 2
2 2iz 1
2 2i
+

= =
+

 

i. Αν  Α ,  Β οι  εικόνες  των  μιγαδικών  z1, z2 αντίστοιχα,  τότε  η  απόστασή  
τους  είναι  d(A,B)= 1 2z z i 1 1 i 2− = − − = + =  

i i .  Έστω ( ) ( )ν ν2ν ν 2 ν 2 ν ν
1 2 1 2(z ) ( z ) (z ) ( z ) ( i) ( 1) ( 1) ( 1)= − ⇔ = − ⇔ − = − ⇔ − = − ν  που  

ισχύει  για κάθε φυσικό αριθμό  ν, οπότε  ισχύει  και η αρχική.  
 
ΘΕΜΑ 3ο 
α . H f είναι  παραγωγίσιμη στο IR ως  πολυωνυμική, με ( )2 2f΄(x) 3x 3 3 x 1= − = −  

Οπότε  και   2f΄(x) 0 x 1 0 x 1= ⇔ − = ⇔ = ± 2f΄(x) 0 x 1 0 x 1  ή  x 1> ⇔ − > ⇔ < − >
Κατασκευάζοντας  τον  πίνακα  μονοτονίας της f έχουμε :  
 

 
Συνεπώς  η  f  έχει  
τοπικό μέγιστο  στο x1=−1, το  

 2 2 21) 2 2ημ θ 2(1 ημ θ) 2συν θ− = − = − =f(
και τοπικό  ελάχιστο  στο x2=1, το  

2 2f(1) 2 2ημ θ 2(1 ημ θ)= − − = − +  
 

Επίσης:  f΄΄(x) 6x=
Οπότε  και   f΄΄(x) 0 6x 0 x 0= ⇔ = ⇔ = f΄΄(x) 0 6x 0 x 0> ⇔ > ⇔ >
Κατασκευάζοντας  τον  πίνακα  κυρτότητας της f έχουμε :  
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Συνεπώς  η  f  έχει  
σημείο καμπής  στο x3=0, το 

2) 2ημ θ= −f(0  
 
 
 

β . i. Επειδή  ,  και  η  f είναι  γνησίως  αύξουσα  

στο  (−∞,−1] προκύπτει  ότι: f((−∞,−1])=(−∞,2συν
x
lim f(x)
→−∞

= −∞ 2f( 1) 2συν θ 0− = >
2θ ] .  Το 0∈f((−∞,−1]), 

οπότε  η εξίσωση f(x)=0 έχει  1 τουλάχιστον  ρίζα  στο  (−∞,−1] και  
επειδή  η f  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  διάστημα  αυτό  η  ρίζα είναι 
μοναδική . 

i i .  Επειδή  ,  2f( 1) 2συν θ 0− = > 2f(1) 2(1 ημ θ) 0= − + <  και  η f  είναι  γνησίως  
φθίνουσα  στο  [−1,1] προκύπτει  ότι:  f([−1,1])= 22(1 ημ θ),2συν θ2⎡ ⎤− +⎣ ⎦ .  Το  
0∈f([−1,1]), οπότε  η  εξίσωση  f(x)=0 έχει  1 τουλάχιστον  ρίζα  στο [−1,1] 
και  επειδή  η  f  είναι  γνησίως φθίνουσα  στο  διάστημα  αυτό  η  ρίζα είναι  
μοναδική . 

iii. Επειδή  ,  2f(1) 2(1 ημ θ) 0= − + <
x
lim f(x)
→+∞

= +∞  και  η  f  είναι  γνησίως  αύξουσα  

στο  [1,+∞) προκύπτει  ότι:  f([1,+∞))= )22(1 ημ θ),⎡− + +⎣ ∞

2

2

2

2

2

.  Το 0∈f([1,+∞)), 
οπότε  η  εξίσωση  f(x)=0 έχει  1 τουλάχιστον  ρίζα στο  [1,+∞) και  επειδή  
η  f  είναι  γνησίως αύξουσα  στο  διάστημα  αυτό  η ρίζα είναι  μοναδική.  

Άρα η εξίσωση  f(x) = 0 έχει  ακριβώς 3 ρίζες  στο  IR . 
 

γ . Έχουμε: Α(−1,2συν2θ)),  Β(1,−2(1+ημ2θ)),  Γ(0,−2ημ2θ) 
Αν  (ε) είναι  η ευθεία   τότε:  2y 2x 2ημ θ= − −
•  Α∈(ε) αφού   

 που ισχύει  

2 2 22συν θ 2( 1) 2ημ θ 2συν θ 2 2ημ θ= − − − ⇔ = − ⇔
2 2 22συν θ 2(1 ημ θ) 2συν θ 2συν θ⇔ = − ⇔ =

•  Β∈(ε) αφού   που ισχύει  2 2 22(1 ημ θ) 2 2ημ θ 2(1 ημ θ) 2(1 ημ θ)− + = − − ⇔ − + = − +
•  Γ∈(ε) αφού   που ισχύει  22ημ θ 2ημ θ− = −

 

δ . Έστω  και .  Τότε έχουμε : 
 

2g(x) 2x 2ημ θ= − − 3f(x) x 3x 2ημ θ= − −

( )3 2 2 3 2f(x) g(x) 0 x 3x 2ημ θ 2x 2ημ θ 0 x x 0 x x 1 0− = ⇔ − − + + = ⇔ − = ⇔ − = ⇔

x 0  ή  x 1  ή  x 1⇔ = = − =  
( )2f(x) g(x) 0 x x 1 0− > ⇔ − > , 

οπότε όπως  φαίνεται  και 
από το διπλανό πίνακα 
έχουμε:  

1

1
Ε f(x) g(x) dx

−
= −∫ =  

1 3

1
x x dx

−
= −∫ =  
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( ) ( )
0 14 2 4 20 13 3

1 0
1 0

x x x x 1 1 1 1x x dx x x dx
4 2 4 2 4 2 4 2−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − − − = − − − = − + − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫

1
2

⇔

 τ.μ.  

 
ΘΕΜΑ 4ο 
 

Α. Επειδή  η f είναι  γνησίως αύξουσα  στο  [0,1] για  , άρα 
f(x)>0 στο  [0,1]. Επίσης και g(x)>0 στο  [0,1] από  υπόθεση .  

x 0 f(x) f(0) 0≥ ⇒ ≥ >

Άρα F΄(x)=f(x)g(x)>0, οπότε η F είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  [0,1]. 
Επομένως  για  x∈(0,1] είναι   x 0 F(x) F(0) F(x) 0> ⇒ > ⇔ >

 
Β. Για κάθε t∈[0,x] δηλ . t≤x επειδή η f  είναι  γνησίως  αύξουσα  ισχύει  

f(t)≤ f(x)⇔f(x)−f(t)≥0⇔g(t)[f(x)− f(t)]≥0. 
Επειδή  η  f  είναι  γνησίως  αύξουσα  στο  [0,1] τότε f(x)−f(t) δεν  είναι  παντού  
μηδέν  στο  [0,1], οπότε  και  η  g(t)[f(x)− f(t)] δεν  είναι  παντού  μηδέν  στο  
[0,1], συνεπώς  

[ ] ( )
x x x x

0 0 0 0
g(t) f(x) f(t) dt 0 g(t)f(x) g(t)f(t) dt 0 g(t)f(x)dt g(t)f(t)dt 0− > ⇔ − > ⇔ − >∫ ∫ ∫ ∫  

x x

0 0
f(x) g(t)dt g(t)f(t)dt 0 f(x)G(x) F(x) 0 f(x)G(x) F(x)⇔ − > ⇔ − > ⇔ >∫ ∫ , x∈(0,1] 

 

Γ . Έστω F(x)Κ(x)
G(x)

=  στο  (0,1]. Ισχύει  

[ ]
2 2 2

g(x) f(x)G(x) F(x)F΄(x)G(x) F(x)G΄(x) f(x)g(x)G(x) F(x)g(x)Κ΄(x) 0
G (x) G (x) G (x)

−− −
= = = >  

επειδή  ο  αριθμητής ,  λόγω του  προηγούμενου ερωτήματος , είναι  θετικός.  

Άρα K΄(x)>0 οπότε  K(x) ↑ στο  (0,1], και  για x≤1⇔K(x)≤K(1)⇔ F(x) F(1)
G(x) G(1)

≤  

 
Δ . Το  ζητούμενο  όριο γίνεται :  

( )
( )

2
2x x 2 x x 2 0μορφή 0 0 00 0

x 5xx 0 x 0 x 05
00

f(t)g(t)dt ημt dt f(t)g(t)dt ημt dt
lim lim lim   

xg(t)dtg(t)dt x
+ + +→ → →

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ = ⋅

⋅

∫ ∫ ∫ ∫
∫∫

 

( )
( ) ( )

2xx 2
400

4x 0 x 0 x 0 x 0x 5

0

ημt dtf(t)g(t)dt f(x)g(x) ημx 2xlim lim lim lim
g(x) 5xxg(t)dt

+ + + +→ → → →

′′ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠= ⋅ = ⋅

′ ′

∫∫

∫
=  

44
Θέτουμε  u x

4 x 0 u 0x 0 x 0 x 0 x 0 x 0 u 0

2x ημx 2x ημulim f(x) lim lim   lim f(x) lim lim f(0) 0 1 0
5 5x + ++ + + + + +

=

→ ⇒ →→ → → → → →
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

u
=  
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